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ÚVOD 
V technické praxi se setkáváme s mnoha strojními zaízeními, které slouží pro vykonávání 
práce anebo k transformaci jednoho druhu energie na druhý dle naší poteby. Tato zaízení 
mohou být pohánna zdroji, které podléhají dynamickým úinkm; nap. elektromotory, 
turbíny, spalovací motory apod. Takové soustavy pracovních stroj jsou opakovan
(periodicky) zatžovány silovými a setrvanými úinky, které vyvolávají chvní - souhrnn
nazýváme kmitání. Pro lepší posouzení tchto úink je nutné toto kmitání analyzovat. 
Získáme tak komplexní informace, které použijeme pro posouzení životnosti, opotebení a 
namáhání souástí strojních zaízení, popípad hlunosti a tím i vliv na životní prostedí. 
Dále je vhodné na základ tchto informací provést opatení pro snížení nežádoucích vibrací 
prostednictvím pružin a tlumi. Poté následuje zjišování vlastních frekvencí a tvar, které 
je nutné z hlediska stanovení bezpenosti u souástí namáhaných cyklickým harmonickým 
zatížením. Nejužívanjší charakteristikou pro posouzení nebezpené frekvence je amplitudo-
frekvenní charakteristika, která tuto frekvenci graficky zobrazuje ve form vrcholu na 
vykreslené kivce. Pro získání této charakteristiky u dynamických soustav je nutné znát 
postupy ešení, které vychází ze soustav pohybových rovnic a je zapotebí je transformovat a 
ešit pomocí maticových pot. 
„ešení kmitání soustav s více stupni volnosti je bez výpoetní techniky velmi pracné. Pi 
použití moderní výpoetní techniky lze ešit i složité mechanické soustavy s mnoha stupni 
volnosti velmi rychle a pohodln, ponvadž lze použít standardních procedur pro práci 
s maticemi, numerickou integraci, ešení vlastního problému symetrických i nesymetrických 
matic apod.“ [3] 
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1 TEORIE 
1.1 Soustavy a jejich rozdlení 
Soustavy obecn rozdlujeme do dvou základních skupin: 
a) soustavy se soustednými (diskrétními) parametry 
b) soustavy se spojit rozloženými parametry 
Ad a)  
Vyznaují se tím, že mají konený poet stup volnosti, obsahují jednoduché prvky jako 
jsou hmotné body, hmotná tlesa, nehmotné pružiny a tlumie. Každý z tchto prvk je 
nositelem konkrétní energie, která mže být buto kinetická (hmotné body a tlesa), 
potenciální (pružiny) nebo disipativní (tlumie). Tyto soustavy mohou vykonávat kmitavý 
pohyb podélný, ohybový anebo torzní a mohou nebo nemusí obsahovat tlumící prvky. 
„Výpotové modely se soustednými parametry s více stupni volnosti umožují ešit složité 
úlohy technické praxe, tj. stanovit s dostatenou pesností vlastní frekvence a vlastní tvary 
kmitání nejrznjších konstrukcí všude tam, kde analytické ešení v uzaveném tvaru 
vycházející ze spojitých model není proveditelné. Pohybové rovnice diskrétních model jsou 
dány zpravidla soustavami obyejných lineárních diferenciálních rovnic s konstantními 
koeficienty. K jejich ešení se využívá pravidel maticové algebry, což usnaduje nasazení 
poíta pi numerických výpotech.“ [1] 
  Obr. 1.1.1 Model tlumené  
   soustavy se dvma stupni 
 volnosti [1] 
Ad b) 
Do této skupiny soustav adíme struny, lana, tye apod. Zmínná tlesa mžeme rozdlit na 
libovolný poet úsek, který mže být roven nekonenu. Proto mžeme íci, že soustavy se 
spojit rozloženými parametry mají nekonený poet stup volnosti a platí, že tento poet je 
roven potu nezávislých souadnic, které jsou nutné k urení polohy soustavy. 
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Pomocí následujících zpsob je možno pevést spojitý výpotový model na model se 
soustednými parametry [1]:
a) pímou fyzikální diskretizací kontinua 
b) metodou konených prvk
c) metodou hraniních prvk
Obr. 1.1.2 Soustava se spojit rozloženými  
parametry - nosník promnného prezu [4] 
Dále se tato práce bude zabývat pouze soustavami se soustednými parametry. 
1.2 Buzení soustav se soustednými parametry 
Soustavy se soustednými parametry se budí buzením: 
a) deterministickým 
b) stochastickým (náhodným) 
Ad a) 
Deterministické buzení mže být periodické, které lze rozložit do formy Fourierových ad 
nebo harmonické, které je nejjednodušším pípadem a je možné ho popsat jednoduchou 






        Obr. 1.2.1 Graf prbhu deterministického buzení
15
Ad b) 
Stochastické ili neperiodické buzení nelze obecn popsat žádnou z matematických funkcí. 
Vzniká napíklad pi seismických otesech pdy, pi buzení náhodným signálem z poítae 
apod. 
Obr. 1.2.2 Graf  prbhu stochastického buzení [5]
1.3 Základní druhy pohyb
Na základ informací o zdroji buzení a vyešením pohybových rovnic lze rozlišit tyto druhy 
pohyb: 
a) volné vlastní kmitání 
Vzniká vychýlením soustavy z rovnováhy a následn ponecháním v daném pohybu bez 
psobení vnjších sil. Vychýlení z rovnováhy nastane, udlíme-li jednomu nebo více tlesm 
soustavy rychlost, výchylku nebo obojí zárove. Výpotem pak získáme informace o 
vlastních frekvencích, popípad íslech [1]. 
b) vynucené kmitání pi periodickém nebo harmonickém buzení 
Vzniká pi asov promnném psobení úink vnjších nebo vnitních zátžných sil anebo 
je-li soustava buzena kinematicky. Pokud jsou tyto síly psobící na soustavu periodické nebo 
jedná-li se o periodické kinematické buzení nazýváme toto ustáleným vynuceným 
kmitáním [1]. 
c) pechodový proces  
Vzniká pi zmnách silových úink psobících na soustavu a zaniká prostednictvím 
tlumi [1]. 
d) náhodné kmitání pi náhodném buzení 
1.4 Metody ešení kmitání soustav se soustednými parametry 
Vytvoený model s n-stupni volnosti dle obr. 1.4.1 , pedstavuje lineární soustavu, která je 
tvoena n-posouvajícími se tlesy o hmotnostech m1, m2, .., mn. Tlesa jsou navzájem i 
k rámu vázána lineárními tlumii o souiniteli tlumení b1, b2, až bn+1 a lineárními pružinami o 
tuhostech k1, k2, .., kn+1. asov promnná síla Qi(t) psobí na každé z hmotných tles, pro 
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která platí i=1, 2, .., n. Za zobecnné souadnice volíme x1, x2, .., xn, což jsou výchylky ze 
stabilní rovnovážné polohy, které se nemní, pokud jsou síly psobící na soustavu nulové. 
Poet souadnic je tolik, kolik má soustava stup volnosti a platí pro n, že jsou lineárn
nezávislé [2].  
Obr. 1.4.1 Model buzené tlumené soustavy s n stupni volnosti [2]
	ešení spoívá v sestavení pohybových rovnic, které je možné provést nkolika zpsoby.  
Nejbžnjší zpsoby jsou: 
a) metoda uvolování 
b) metoda použití Lagrangeových rovnic 2. druhu  
Ad a) metoda uvolování 
1112121121211 )()()( xmtQxxkxkxxbxb  ⋅=+−⋅−⋅−−⋅−⋅−
222323212323212 )()()()()( xmtQxxkxxkxxbxxb  ⋅=+−⋅−−⋅+−⋅−−⋅−
…                     (1.4.1) 
… 
nnnnnnnnnnnnn xmtQxkxxkxbxxb  ⋅=+⋅−−⋅+⋅−−− +−+− )()()( 1111
Ad b) metoda použití Lagrangeových rovnic 2. druhu 





















































          (1.4.3) 
( ) ( )[ ]21212122211 ......21 nnjjjD xbxxbxxbxbE  ⋅++−⋅++−⋅+⋅⋅= +−   (1.4.4) 
( ) ( )[ ]21212122211 ......21 nnjjjP xkxxkxxkxkE ⋅++−⋅++−⋅+⋅⋅= +−   (1.4.5) 
EK - kinetická energie soustavy 
ED - disipativní funkce soustavy 
EP - potenciální energie 
x - výchylka 
x - rychlost 
x - zrychlení 
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Pi použití jedné nebo druhé metody získáme tutéž soustavu pohybových rovnic v upraveném 
tvaru: 
)()()( 1221212212111 tQxkxkkxbxbbxm =⋅−⋅++⋅−⋅++⋅ 
)()()( 23323212332321222 tQxkxkkxkxbxbbxbxm =⋅−⋅++⋅−⋅−⋅++⋅−⋅ 
…                     (1.4.6) 
… 
)()()( 1111 tQxkkxkxbbxbxm nnnnnnnnnnnnn =⋅++⋅−⋅++⋅−⋅ +−+− 
1.5 Maticový zápis soustavy pohybových rovnic 
Pohyb soustavy s n-stupni volnosti je popsán n-diferenciálními rovnicemi druhého ádu, které 
jsou pi velkém potu stup volnosti velmi obtížn ešitelné. Z tohoto dvodu 
upednostujeme maticový zápis, pomocí kterého zapíšeme soustavy rovnic v jedinou 
maticovou rovnici [2].  
Tuto rovnici pak ešíme pomocí maticového potu, který v dnešní dob s výhodou 
penecháváme poítaovým matematickým programm.  
Maticový zápis: 
   )(tQxKxBxM =⋅+⋅+⋅       (1.5.1) 
x  - vektor výchylek   [ ]Tnxxx ,..,, 21=x
x  - vektor rychlostí 
x  - vektor zrychlení 
M  - matice hmotnosti; tvercová matice ádu n, která je pro mechanickou soustavu podle 





































































































)(tQ  - vektor budících sil   
[ ]TnQQQt ,..,,)( 21=Q
1.6 Matematické vztahy použitelné pro problematiku kmitání 





=f        (1.6.1) 




=         (1.6.2) 
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2 VOLNÉ NETLUMENÉ KMITÁNÍ 
Obr. 2.1 Model netlumené soustavy n hmot m  
a n tuhostí k [1] 
2.1 Výpoet vlastních frekvencí a vektor
Pi ešení volného netlumeného kmitání budeme uvažovat rovnici (1.5.1), pro kterou platí, že 
buzení ( Q(t)=0 ) a tlumení ( B=0 ) jsou nulové, ve tvaru [2]: 
   0=⋅+⋅ xKxM        (2.1.1)
Pedpokládáme-li poátení podmínky dané vektory 00 xxxx  == )0(,)0( ,  pak rovnici (2.1.1) 
vyhovuje ešení: 
tiet Ω⋅= vx )( , tiet Ω⋅Ω⋅−= 2)( vx , [ ]Tnvvv ,...,, 21=v ,   (2.1.2) 
kde v je neznámý vektor amplitud harmonických kmit a Ω  úhlová frekvence. Dosazením 
)(tx  a )(tx  ve tvaru (2.1.2) do rovnice (2.1.1) dostaneme [4]:
  ( ) 02 =⋅Ω− vMK       (2.1.3) 
Rovnice (2.1.3) pedstavuje problém vlastních hodnot (ten je definován jako urení vlastních 
frekvencí a vlastních vektor matematického modelu (2.1.1)). Je-li alespo jedna souadnice 
vektoru v nenulová, získáme netriviální ešení rovnice (2.1.3), které existuje jen tehdy, pokud 
je determinant matice MK 2Ω−  roven nule [4]: 
   0det 2 =Ω− MK       (2.1.4) 
Determinant rovnice (2.1.4) nazýváme frekvenní determinant, jehož rozvinutím obdržíme 
frekvenní rovnici n-tého stupn pro 2Ω  [2]: 










n    (2.1.5) 
Koeny 20vv Ω=λ  charakteristické rovnice (2.1.4) nazýváme vlastní ísla, která jsou 
nezáporná z dvodu symetrie a pozitivní definitnosti (semidefinitnosti) matic M, K.  
Ke každým získaným vlastním úhlovým frekvencím vv λ+=Ω0 , které adíme zpravidla 
vzestupn n00201 ...0 Ω≤≤Ω≤Ω≤ , piazujeme vlastní vektor vv  za pedpokladu, že nulita 
matice MK vλ−  je rovna násobnosti vlastního ísla vλ . Vlastní vektor pak spluje rovnici 
(2.1.3) a popisuje vlastní tvar kmitání. Tedy [4]: 
     ( ) 020 =⋅Ω− vv vMK ,   nv ,...,2,1=     (2.1.6) 
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Dosadíme-li do této homogenní soustavy rovnic uritou vlastní úhlovou frekvenci, dostaneme 
nekonené množství ešení pro vv . Z toho dvodu je možné urit jen vzájemné pomry prvk
vlastního vektoru vv , nap. [3]: 


























1 ,...,,v      (2.1.7) 
Tímto zpsobem lze získat n-rzných posloupností, které definují vlastní tvar kmitání jímž 
soustava voln kmitá vlastní úhlovou frekvencí v0Ω . Protože se jedná o posloupnosti, které 
zapisujeme do vektoru, nazýváme vlastní tvary též vlastní vektory nebo modální vektory. 
Z tchto posloupností volíme takovou, u které je maximální hodnota vektoru rovna jedné. 
Tuto operaci nazýváme normování. Pí normování požadujeme, aby platilo [3]: 
   1=v
T
v vv  (Euklidova norma)    (2.1.8) 
nebo 
   1=v
T
v Mvv  (Normujeme podle matice hmotnosti) (2.1.9) 
nebo 
   1=v
T
v Kvv  (Normujeme podle matice tuhosti)  (2.1.10) 





= vx         (2.1.11) 
nebo v reálném oboru [3] 
( )vvvv t ϕ+Ω= 0sinvx      (2.1.12) 
Z rovnic (2.1.11) a (2.1.12) je patrné, že se výchylky bhem kmitání nemní, ponvadž 
amplitudy pohybu všech tles jsou konstantní. Lineární kombinací jednotlivých vlastních 












~~ vx ,      (2.1.13) 
kde vC
~



















00 sincosvx     (2.1.15) 
Integraní konstanty vC , vϕ , vA , vB  pro v=1, 2,…, n  se urí z poáteních podmínek 
( 00 ,,0 xxxx  ===t ) [3]. 
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21 vvvV       (2.1.16) 

































	         (2.1.17) 
2.2 Ortogonalita vlastních vektor
Na základ pedpokladu, že mechanická soustava má dv rzné vlastní frekvence 20vΩ  a 
2
0sΩ , 
lze rovnici (2.1.3) psát ve tvaru [2]: 
   ( ) 020 =⋅Ω− vv vMK       (2.2.1a) 
   ( ) 020 =⋅Ω− ss vMK       (2.2.1b) 
Postupn vynásobíme prvou z tchto rovnic zleva vektorem Tsv  a druhou vektorem 
T
vv  [2]: 
   ( ) 020 =⋅Ω− vvTs vMKv      (2.2.2a) 
   ( ) 020 =⋅Ω− ssTv vMKv      (2.2.2b) 
Transponujeme druhou z tchto rovnic, piemž víme, že pro symetrické matice platí [2]: 
   TKK =  a TMM =       (2.2.3a,b) 
   ( ) 020 =⋅Ω− vsTs vMKv      (2.2.3c) 
Tuto rovnici odeteme od první z pedchozí dvojice rovnic, takže po úprav obdržíme [3]: 
   ( ) 02020 =⋅Ω−Ω vTsvs vMv      (2.2.4) 
Z pedpokladu, že 20
2
0 sv Ω≠Ω , musí platit: 
 0=⋅ v
T
s vMv        (2.2.5a) 
a obdobn    pro sv ≠
 0=⋅ v
T
s vKv        (2.2.5b) 
Z rovnic (2.2.5a) a (2.2.5b) plyne vta:  
„Vlastní vektory, píslušné rzným vlastním úhlovým frekvencím jsou ortogonální vzhledem 
k matici hmotnosti i k matici tuhosti.“ [2] 
22
3 NETLUMENÉ KMITÁNÍ BUZENÉ HARMONICKOU 
SILOU 
Obr. 3.1 Schéma netlumené buzené  
soustavy se temi stupni volnosti
Pi ešení netlumeného buzeného kmitání vycházíme z rovnice (1.5.1), pro kterou je matice 
tlumení nulová ( B=0 ). Pohybová rovnice má tvar: 
   )(tQxKxM =⋅+⋅        (3.1) 
Harmonickou budící sílu budeme pedpokládat ve tvaru: 
    tiet ω0)( QQ =        (3.2) 
Obecné ešení této rovnice se skládá z ešení rovnice homogenní a ešení rovnice 
partikulární [2]: 
    ph xxx +=        (3.3) 
Homogenní ešení je dáno rovnicí (2.1.14) a partikulární ešení je závislé na vektoru budících 
sil. Pro pípad buzení harmonickou silou, budeme toto partikulární ešení uvažovat ve 
tvaru [3]: 
    tip e
ωsx ~= , ( tip ei
ωωsx ~= , tip e
ωω sx ~2−= )   (3.4)
     
kde s~  je komplexní vektor amplitud.  
Protože se jedná o netlumené buzené kmitání, imaginární ást komplexního vektoru amplitud 
je nulová, bude tento vektor nazýván pouze jako vektor amplitud s oznaením s . Partikulární 
ešení má poté tvar: 
ti
p e
ωsx = , ( tip ei
ωωsx = , tip e
ωω sx 2−= )   (3.5) 
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Dosazením rovnice (3.5) do rovnice (3.1) a dalším upravení obdržíme [3]: 
    ( ) 02 QsMK =⋅− ω       (3.6) 
Z této rovnice mžeme urit vektor amplitud odezvy  
    ( ) 012 QMKs −−= ω ,  [ ]Tnsss ,...,, 21=s ,   (3.7) 
kde hodnoty amplitud odezvy jsou dány vztahem [3] 
    ( )20 vv ss = ,   pro nv ...,,2,1=     (3.8) 
Odpovídající fáze mezi reálnou a imaginární ástí komplexního vektoru amplitud je nulová 
s peskoky o 180 stup v oblastech rezonanních frekvencí. 
 Odezvu soustavy buzené harmonickou silou lze vyjádit rovnicí: 








0 sinsin ωϕ svx    (3.9) 
Z poáteních podmínek je nutné uit integraní konstanty vC , vϕ . 
Výsledkem ešení je grafické vyjádení amplitud vektoru x  v závislosti na úhlové 
frekvenci ω . 
Obr. 3.2 Amplitudofrekvenní charakteristika tlesa buzené netlumené soustavy  
se temi stupni volnosti 
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4 TLUMENÉ KMITÁNÍ BUZENÉ HARMONICKOU SILOU 
Obr. 4.1 Schéma buzené tlumené soustavy 
se temi stupni volnosti
4.1 Proporcionální tlumení 
Nejdíve se musíme zamit na volné kmitání tlumené soustavy vycházející z pohybové 
rovnice (1.5.1), ve které položíme 0)( =tQ : 
   0=⋅+⋅+⋅ xKxBxM       (4.1.1) 
Matice tlumení B je tvercová matice ádu n. Sestavování této matice je obtížné, ponvadž 
tlumící konstanty nejsou zpravidla známé a jejich urení je velmi nároné. Z toho dvodu se 
zavedl pojem proporcionální tlumení, který dává matici tlumení do vztahu s maticí hmotnosti 
a tuhosti a je vyjáden rovnicí: 
   KMB βα +=       (4.1.2) 
len Mα  v této rovnici pedstavuje konstrukní tlumení, které je funkcí hmotností kmitající 
soustavy. len Kβ  vystihuje materiálové tlumení, které je, podobn jako tuhost pružných 
prvk soustavy, funkcí vnitních materiálových vlastností [3]. 
Podmínky ortogonality jsou dány  vztahy (2.2.5a) a (2.2.5b) a k nim pistoupí ješt
podmínka [2] 
   0=⋅ s
T
v vBv    pro sv ≠      (4.1.3) 
Pi ešení diferenciální rovnice (4.1.1) budeme pedpokládat netlumený pohyb ( 0== βα ) 


































, λλ λλ    (4.1.4) 
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kde vv  pedstavuje vlastní vektor netlumeného pohybu [2].  
  




















vvv eCeCeC vKvBvM λλλ λλ    (4.1.5) 
Vynásobením této rovnice zleva transponovaným vektorem Tsv  a využitím podmínek 
ortogonality odstraníme z této rovnice sumace. Po úprav získáme rovnici ve tvaru [2]: ( ) 02 =⋅+⋅+⋅ tvTvvvTvvvTvv veC λλλ vKvvBvvMv    pro nv ...,,2,1=   (4.1.6) 
Ponvadž tato rovnice musí platit nezávisle na ase, pro netriviální ešení platí, že se výraz 
v závorce musí rovnat nule. Oznaíme-li  
v
T
vyvm vMv ⋅= ,        (4.1.7) 
v
T
vyvk vKv ⋅=       (4.1.8) 
a matici tlumení uvažujeme ve tvaru rovnice (4.1.2), obdržíme n-nezávislých rovnic [3]: ( ) 02 =+++ yvvyvyvvyv kkmm λβαλ    ( nv ...,,2,1= )  (4.1.9) 
Koeny vλ  vyjádíme z pedchozí rovnice: 















Z rovnice (4.1.10) je patrné, že ke každému vlastnímu vektoru vv  náleží dv vlastní 
hodnoty vλ . Z rovnice (4.1.4) získáme obecné ešení [3]: 












21 λλ      (4.1.11) 
Pro vv 0Ω<δ  budou koeny vλ  komplexn sdružené. Výsledný pohyb bude periodický, 












sin ϕδ     (4.1.12) 
nebo 










sincosδ    (4.1.13) 
Hodnoty vC1 , vC2 , vA , vB , vC  a vϕ  pedstavují integraní konstanty, které uríme 
z poáteních podmínek ( 00 ,,0 xxxx  ===t ) [3]. 
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4.2 Amplitudofrekvenní charakteristika tlumeného kmitání buzeného 
harmonickou silou 
Pi ešení  vynuceného tlumeného kmitání, se kterým se v praxi nejastji setkáváme, 
uvažujeme úplný tvar rovnice (1.5.1): 
  )(tQxKxBxM =⋅+⋅+⋅       (4.2.1) 
Harmonické buzení budeme pedpokládat ve tvaru: 
  tiet ω0)( QQ =        (4.2.2) 
Obdrželi jsme soustavu diferenciálních rovnic druhého ádu s pravou stranou, která se skládá 
z homogenního a partikulárního ešení [3]:   
   ph xxx +=        (4.2.3) 
Homogenní ešení vychází z rovnice (4.1.12) a partikulární ešení s ohledem na harmonický 
prbh budících sil, který je vyjáden rovnicí (4.2.2), má tvar [3]: 
  tip e
ωsx ~= , ( tip ei
ωωsx ~= , tip e
ωω sx ~2−= )   (4.2.4) 
Vektor s~  pedstavuje komplexní vektor amplitud. Dosazením rovnice (4.2.4) do rovnice 
(4.2.1) získáme po úprav [3]: 
   ( ) 02 ~ QsBMK =+− ωω i      (4.2.5) 
Jednoduchou matematickou operací vyjádíme z této rovnice komplexní vektor amplitud 
odezvy 
   ( ) 012~ QBMKs −+−= ωω i      (4.2.6) 
Je vhodné zvolit další zpsob ešení tak, abychom se vyhnuli práci s komplexními ísly.  
Pro práci pouze s reálnými ísly se budeme držet následujícího postupu: 
Reálnou ást ozname: 
   AMK =− 2ω       (4.2.7) 
a imaginární ást [3]: 
   DB =ω        (4.2.8) 
Následn provedeme inverzi dynamické matice tuhosti, ímž opt obdržíme reálnou a 
imaginární ást [3]: 
   ( ) ( )NLDA ii +=+ −1       (4.2.9) 
Pokud vynásobíme levou stranu této rovnice maticí dynamické tuhosti ( )DA i+ , obdržíme 
jednotkovou matici  [3]: 
   ( )( )NLDAE ii ++=       (4.2.10) 
Vzájemným vynásobením matic dle pedchozího zápisu získáme [3]: 
   ( )DLANDNALE ++−= i      (4.2.11) 
Z pedchozí rovnice vidíme, že reálná a imaginární ást je rovna [3]: 
   EDNAL =−       (4.2.12a) 
   0DLAN =+        (4.2.12b) 
27
Soustavu zapsaná maticov má tvar [3]: 






























      (4.2.13) 
leny inverzní matice dynamické tuhosti získáme, invertujeme-li matici ádu 2n [3]: 
































     (4.2.14) 
Rovnici (4.2.6) mžeme psát ve tvaru:  
   ( ) piei ϕ00~ sQNLs =+= ,      (4.2.15) 
kde následující vztah vyjaduje reálné hodnoty amplitud odezvy: 
   { }( ) { }( )220 ~Im~Re vvv sss +=     pro nv ...,,2,1=  (4.2.16) 
a odpovídající fáze (posunutí) mezi budící silou a odezvou [3]: 









=ϕ    pro nv ...,,2,1=  (4.2.17) 
Odezvu soustavy, která je buzena harmonickou silou lze vyjádit rovnicí [3]: 











sinsin ϕωϕδ svx   (4.2.18) 
Integraní konstanty vC  a vϕ  je nutné urit z poáteních podmínek. 
I v tomto pípad se zde poítá s proporcionálním tlumením ze stejného dvodu jako u 
volného, tlumeného pohybu. 
Výsledkem ešení je opt grafické vyjádení amplitud vektoru x  v závislosti na úhlové 
frekvenci ω . 
Obr. 4.2.1 Amplitudofrekvenní charakteristika tlesa buzené 
  tlumené soustavy se temi stupni volnosti
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5 EŠENÝ PÍLKAD 
Dynamický tlumi vibrací 
  Obr. 5.1 Schéma dynamického tlumie 
       vibrací
Charakteristika soustavy:
Jedná se o soustavu s diskrétními parametry, která má dva stupn volnosti (n=2). Tato 
soustava je buzená jednou silou F(t), která má harmonický charakter a psobí na základní 
tleso o hmotnosti m1. Základní tleso je schematicky pipevnno k nehybnému rámu pomocí 
pružiny o tuhosti k1 a tlumie o souiniteli tlumení b1. K základnímu tlesu je pipevnn 
dynamický tlumi (tlumící tleso) o hmotnosti mt prostednictvím pružiny o tuhosti kt a 
tlumie o souiniteli tlumení bt.  
5.1 Sestavení pohybových rovnic pro zadanou soustavu 
Pohybové rovnice sestavíme pomocí metody Lagrangeových  rovnic 2. druhu, kde si nejdíve 












     ( )22112
1
ttK xmxmE  +⋅=   (5.1.1) 
Potenciální energie: 
( ) ( )[ ]21212122211 ......21 nnjjjP xkxxkxxkxkE ⋅++−⋅++−⋅+⋅⋅= +−
( )[ ]2121121 xxkxkE ttP −⋅+⋅⋅=  (5.1.2) 
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Disipativní energie: 
( ) ( )[ ]21212122211 ......21 nnjjjD xbxxbxxbxbE  ⋅++−⋅++−⋅+⋅⋅= +−
( )[ ]2121121 xxbxbE ttD  −⋅+⋅⋅=  (5.1.3) 
Budící sílu uvažujeme ve tvaru: 
tieFtF ω⋅= 0)(          (5.1.4) 
Následn provedeme derivace jednotlivých energií podle dané promnné, vyjádíme buzení a 










































      (5.1.5) 
 Derivace jednotlivých energií: 









































































E ttK         (5.1.6b) 























    (5.1.6c) 























ω        (5.1.6e) 































































































































    (5.1.7d) 
00)( == tt QtQ          (5.1.7e) 
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Dosazením do Lagrangeovy rovnice obdržíme soustavu dvou lineárních diferenciálních 
rovnic druhého ádu: 
( ) ( ) 0111111 Fxkxkkxbxbbxm tttttt =⋅−⋅++⋅−⋅++⋅      (5.1.8) 
011 =⋅+⋅−⋅+⋅−⋅ tttttttt xkxkxbxbxm        
Tuto soustavu zapíšeme v maticovém tvaru a získáme pohybovou rovnici: 
)(tQxKxBxM =⋅+⋅+⋅  ,        (5.1.9) 


































































































x1x .    (5.1.10d,e,f,g) 
Dále budeme ešit tuto soustavu tak, že dosadíme za jednotlivé promnné tyto íselné 
hodnoty: 








= Nsmb   120 −= Nsmbt
Píklad je ešen v matematickém programu Maple, jehož obsah je uveden v jednotlivých 
pílohách. 
5.2 Vyjádení vlastních tvar kmitání volného netlumeného pohybu 
soustavy 
Z ešení pohybových rovnic pomocí frekvenního determinantu, který je podrobn uveden 
v píloze 1, dostaneme výsledné vlastní úhlové frekvence a jimi definované normované 
vlastní tvary dané soustavy. 
Vlastní úhlové frekvence soustavy: 













Vlastní tvary kmitání soustavy: 













Vlastní tvary jsou zobrazeny na obr. 5.2.1 a 5.2.2, ze kterých je vidt, že se ob tlesa 
pohybují bu ve fázi nebo v protifázi.  
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Vlastní tvary pro vlastní frekvenci základního tlesa:
  Obr. 5.2.1 Vlastní tvar kmitání pro vlastní frekvenci 
01
vlastní úhlová frekvence:  srad /32,45320550020101 ==Ω=Ω   (5.2.1) 









   (5.2.2) 






1 ===     (5.2.3) 
Vlastní tvary pro vlastní frekvenci tlumícího tlesa:
  Obr. 5.2.2 Vlastní tvar kmitání pro vlastní frekvenci 
02
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vlastní úhlová frekvence:  srad /46,2335450220202 ==Ω=Ω   (5.2.4) 









   (5.2.5) 






2 ===     (5.2.6) 
5.3 Sestrojení amplitudofrekvenní charakteristiky netlumené soustavy 
s harmonickým buzením 
Výsledkem ešení, které je podrobn uvedeno v píloze 2, je amplitudofrekvenní 
charakteristika zobrazující výchylku základního tlesa nebo výchylku tlumícího tlesa 
v závislosti na úhlové frekvenci, kterou je soustava buzena a odpovídající fázové posunutí 
mezi budící silou a odezvou tchto tles (viz Píloha 2_ fázové diagramy). 
Výsledné amplitudofrekvenní charakteristiky:
Obr. 5.3.1 Amplitudofrekvenní charakteristika základního tlesa buzené 
 netlumené soustavy
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Obr. 5.3.2 Amplitudofrekvenní charakteristika tlumícího tlesa  
buzené netlumené soustavy 
Fázové diagramy:
Obr. 5.3.3 Fázový diagram posunutí mezi budící silou a odezvou
     základního tlesa buzené netlumené soustavy 
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Obr. 5.3.4 Fázový diagram posunutí mezi budící silou a odezvou
   tlumícího tlesa buzené netlumené soustavy 
Z amplitudofrekvenních charakteristik je patrné, že jednotlivá tlesa dosahují nejvyšší 
výchylky práv tehdy, je-li frekvence buzení rovna jejich vlastní frekvenci. Tato skutenost je 
také matematicky dokázána na konci pílohy 2. 
Pi detailní analýze získávání fázového diagramu dle kapitoly 3 bychom zjistili, že fázový 
diagram nelze sestavit. To proto, že hodnota fázového úhlu dle uvedeného postupu je nulová. 
Ve skutenosti se však skokov mní v oblasti rezonanních frekvencí o 180 stup. 
Abychom tedy fázový diagram získali, musíme pro výpoet uvažovat alespo minimální 
tlumení, které je rzné od nuly, ale je tak malé, že ho za nulové považovat mžeme. 
Dostaneme pibližné ešení buzené tlumené soustavy, jehož výsledky se blíží buzené 
netlumené soustav.  
V tomto pípad byl zvolen souinitel tlumení 121 1,0
−
== Nsmbb . Rozsah na obrázcích 
obr. 5.3.3 a 5.3.4, který je v rozmezí hodnot -0,8rad až 0,2rad, respektive -0,8rad až 1,5rad, je 
dán rozlišovací schopností graf v programu Maple. Pouze pi vykreslení v blízkosti 
rezonance, je rozsah v rozmezí hodnot od -1,57rad do 1,57rad, což odpovídá úhlm -90° až 
90°. Celkový rozsah zmny fázového úhlu je pak 180 stup. 
5.4 Sestrojení amplitudofrekvenní charakteristiky tlumené soustavy 
s harmonickým buzením 
Postupným ešením pohybových rovnic, které je podrobn uvedeno v píloze 3, získáme 




Obr. 5.4.1 Amplitudofrekvenní charakteristika základního tlesa  
buzené tlumené soustavy 
     Obr. 5.4.2 Amplitudofrekvenní charakteristika tlumícího tlesa  
          buzené tlumené soustavy
Pi podrobném zkoumání amplitudofrekvenní charakteristiky této soustavy bychom zjistili, 
že nejvtší výchylky tles z rovnovážné polohy nastávají pi jiných vlastních frekvencích než 
v pípad netlumené soustavy. Tento jev je zpsoben vlivem tlumení. 
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Fázové diagramy:
 Obr. 5.4.3 Fázový diagram posunutí mezi budící silou a odezvou
     základního tlesa buzené tlumené soustavy 
 Obr. 5.4.4 Fázový diagram posunutí mezi budící silou a odezvou  
     tlumícího tlesa buzené tlumené soustavy
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6 ZÁVR 
Tato bakaláská práce se zabývá problematikou kmitáním dynamických soustav s n-stupni 
volnosti a ešením jejich pohyb. Výsledkem jsou vlastní tvary kmitání a 
amplitudofrekvenní charakteristiky pro vybrané typy soustav. Jsou zde uvedeny postupy pro 
ešení nkolika typ soustav, které se mohou v technické praxi vyskytovat. Je teba však brát 
v potaz to, že práce vychází z matematických model, které se od reálných zaízení mohou 
významn lišit. Proto výsledky tchto matematických model nemusí odpovídat skutenosti, 
ale mohou ji ásten nastínit. Pro dané technické ešení je zapotebí volit vhodné modely 
dynamických soustav, kterými se sice tato práce nezabývá, ale jejich obecné ešení je velice 
podobné.  
Úvodní ást práce se zabývá teoretickým rozborem pojm, obecným sestavením pohybových 
rovnic pro jakoukoliv soustavu s n-stupni volnosti a následn patiným zápisem. Je popsán 
postup sestavení pohybových rovnic pomocí Lagrangeovy metody 2. druhu a pomocí úplného 
uvolnní soustavy tles. 
V následující ásti je uveden postup ešení jednotlivých typ soustav, který je chronologicky 
uspoádán od nejjednoduššího modelu netlumené voln kmitající soustavy pes složitjší 
model netlumené buzené soustavy až po model tlumené buzené soustavy. 
Poslední ást práce je vnována ešení píkladu dynamického tlumie vibrací. Tento píklad je 
teoretický model soustavy se dvma stupni volnosti, který plynule navazuje na teoretické 
znalosti zmínné v pedchozích ástech práce. Píklad je ešen v matematickém programu 
Maple 12 (Classic Worksheet), kde jsou prvky modelu ešeny jako parametrické, aby bylo 
možné jednoduše mnit parametry modelu. Konkrétn se jedná o hmotnosti tles, tuhosti 
pružin, tlumící konstanty tlumi a velikost budící síly. Výsledkem jsou pak numerická 
vyjádení vlastních tvar, amplitudofrekvenní charakteristiky a fázové diagramy, které 
mžeme využít k dalšímu zpracování a vyhodnocení. 
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8 SEZNAM POUŽITÝCH VELIIN 
[ ]mNsb /  tlumící konstanta 
[ ]JED  disipativní funkce (energie) 
[ ]JEK  kinetická energie 
[ ]JEP  potenciální energie 
[ ]Hzf  frekvence kmitání 
[ ]mNk /  tuhost 
[ ]kgm   hmotnost 
[ ]NQ   síla 
[ ]ms   amplituda odezvy 
[ ]sT   doba periody 
[ ]st   as 
[ ]mv   amplituda kmitu 
[ ]mx   výchylka 
[ ]smx /  rychlost 
]/[ 2smx  zrychlení 
[ ]radpϕ  fáze mezi budící silou a odezvou 
[ ]srad /Ω  úhlová frekvence 
[ ]srad /0Ω  vlastní úhlová frekvence 
[ ]srad /ϖ  budící úhlová frekvence 
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10  SEZNAM PÍLOH 
Numerické ešení píkladu v této bakaláské práci bylo provedeno pomocí programu Maple.  
Nedílnou souástí tohoto programu jsou skripty psané vnitním programovacím jazykem, 
které jsou dlouhé a tenái neposkytnou požadované informace – z toho dvodu nejsou 
tištny. Tyto skripty jsou souástí práce na piloženém CD. 
CD obsahuje adresáe: 
• Píloha 1 _ netlumené volné kmitání 
• Píloha 2 _ netlumené buzené kmitání 
• Píloha 3 _ tlumené buzené kmitání 
(Každý adresá obsahuje dva soubory s píponou mws. Soubor s oznaením analytické ešení 
obsahuje analytické ešení, ze kterého vychází ešení numerické. ) 
Dále jsou na CD uloženy všechny grafické výstupy v adresái „vystup“ a použité obrázky 
v adresái „obr“.  
Obsahem CD je i text práce ve formátu pdf.
